Codes projectifs a deux ou trois poids associfs aux hyperquadriques d'une geometrie finie  by Wolfmann, J.
% de codas pfojcctifs 3 dcux bu trois poids au 
wpes de codes wnt ditermirlis 
RWX ~~rr~sp~~d~~t~ P ees tiyperquadriques t, dans le 
~~rt~~~~~t rt!guliers assoeib sent dbterminls On donne une 
e concatinaticw P partii de codes cycliques irrkduc- 
. Intmdwztio 
ilns !t? pzxagra \ 2 ssnt rasserM6es les dkfinitions et les proprih% 
cannues qui seront -iliseTs’et cloncernant les codes, les g&xm?tries finies 
et les hypt”rquaJriqutls. Lt:s definitions sont choisies de t-‘;l~Ot; j, s’adapter 
Isi un a clis en biidence la dixxipticm des codes lin6aires au 
few tram d’un s fini sur USI sous-corps. 
3 definit d’abor fs au moyen d’hyper- 
rtiwlier un lien est hit awe 
quadriqnes et iivec d~s grapfaes 
s dms lc cas de dwx ph!s. 051 dmne ensuite me con- 
de cod3 ckaque mot 
‘un mbe cade cy- 
s classes ont cfes codes 
indiqu& 
2. PreEmdnaires 
La gCc?m&ie fink GP(P - 1% 4) cst l’espace projectif asso& P F>, 
con&i&k cornme espace vectoriei de dimension r sur F”. Les 6lGments 
de GP(r - I z q), ou points, sent !es sawespaees de dimension I de ‘;br 
etilJ-ena:q’- 1 j&q - 1). Chaque vecteur d’un te! sowespacln s’appelle 
ttn reprkwntant dU point carrespondant. 
Si Q est une racine primitive de F”F chaque oint pos&de un re&r&en- 
t(snt rSt un seul du type ai awe 0 < x’ < (4’ - 1 )/(q - 1). 
Ceci d&Prmine unc bijection entre CP(r - 1) q) et. les ti-lhwnts de 
US f;lnsemkk des entiers module u, avec u = (q’ --- I )I(y - 1)* au myen 
de a3. La rake at Ctant choisie une fois pour toute on dira yue i est YCX- 
(joint consid&+. 
‘ItppIication x + 3 wscxiant $ chaque vecteur non nul ie point 
us-espacc de codimension I tous les autres sent de ‘,a 
ul dans $1. Le sowgroupe u groupe project 
clique engendrk par x 4x.x est :ransitif sur , 
re I-). Un code link 
est un sous-espace dt; dimension k de 
binaisons linkaires formelks Z. E gE x, X” 
‘appeknt les rnots du code et ~i est: sa ion- 
composantes non nulles, le 
I des poids des mats. La distance entre 
Si a est un cnticr, le code est dit e-correc!eur si t: poids du code est 
au moins 24 
Soit C un code (n, A-) sur A’ = Fq. 11 est K-isomorphe en iant qu’espace 
vectorilel &L = F@. Les mots sont done de Is fcwmz Z, En I,(x)P’ 
s ZU &ant des formes Iineaires de L: ies formes coordon- 
D’aprk te paragraphe 2.1, pour cha ue 0 il e:&te 
Inverseanent, tout q&me (tQw E s3, de rang k, d’6Ements de L deter- 
mine un code (u, k) dont les mots sent 
it 0, se prolonge par 
telles 
nier 
I1 - 1 
111,(s) = c trLiEi' (u+)Xi avecr~E L (voir~3,IS~). 
i=C) 
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Sf le groupe d’automoaphisaes de r contient un sous-groupe r4gulier 
iwmorpht: aLI P-grcwpe abelier Ckkrntaire d’ordre s, alors r est le graphe 
aswci6 h un code project if 5 dkux poids (la longueur et les poids de ce 
code sont do:nnks dans [‘t]). 
2.5. Hyperquadriques (voir [ 2.: 9,11]) 
Soit E tin espace veotoriel (de dimension k sur un corps cammutatif K 
Une forme quadratique sur E r,:st une apphcation Qr de E dams K tclle 
que: 
awe 9 forme biiinbaire symbrique sur E. 
0n suppose, darns tcute I3 suite que K est un corps fini Fq de carat- 
tbistique p. 
(i) sip # 2:: 4$X) = @!(X> st = \k, (x, s). Inversement la donnk d’une 
forme biiin&aire symktrique 311 I d&ermine une forme quadratique par 
I’egafitk ci-dessus On dit que c.b est Fwn c.l&&6rEe si c’est la oas de 9. 
(ii) Sip = 2: aiorl; !P est un,tf: orme akrnke. On dit que Cp est non 
dkgCnMe si le su? :recteur dta I’orthogonal de E (pour la fwne 9) qui 
annule is est le vecteur nul. 
Si le rang de $ (nkessairement pair) est 2i, ie dkfaut de @ test, par 
dPfinition, d = k - 21. d = 0 si k esl pair et d = ! si k est impair. 
Un vecteur x de E est dit iwtropc si \k(.r, x) = 0, il est dit singulier 
si #P(x) = 0. Les deux notions :;e confwdent si p # 2. Un sowespace est 
dit totafement s@uti,er si ~YXB ses wcteur; sont si,nguliers. Tout sous- 
espace totalement Cngulier est contenu dans un saus-espaoe totalement 
singuiier maximal. 
‘f’ous Ies sowespaws totakment singuliers maxinwix orrt la m&e 
dimension; c’est .l’inQice de @: 
%i k := 21, I’indke est >;oit I, soit I -..- 1 , 
s; rE_ ” 2i+ 1, I’indiee est ,a,. 
Le groupie orthogonal de v:st SC groupe dk?s automorp~~ismes 11 de E 
(W(X)) - a(x) pour chaque x de E. 
usctians csrthogonales son? les applications de la 
avcc a non singthr, Elks ilppartiennent au 
-- 1, q) est. B’ense 
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A qui anllutent une forme qua- 
est ddgkkk ou non suibant la nature de 
ugu5s par rapport 5 Q s’ils son 
r ~~~~~rt & la forme b 
erbcrtique si la dimension maxima des sous- 
ntknt est I - 1. est bite elliptique si cette 
est ie groupc projectif induit par 
31: ie vecteur a. L’hyp~rplan d’equa- 
233 UsI u est singulier et non tanj;t_nP 
Ii wont utilis6s dans ia suite, font park, ou _ 
des r&mItats indiqu6s dam [2,9, I I]. 
ut non &gCn&k de GP(k - 1, q) et le nombre 
-. t si Q est etliptique. <p ebt la fq.wne 
s transvectians 
q2(t- 0 __ 1 
PP. 
C-1 
sik=Zr- 1. 
Qd) L’intersection de Q avw un hyperp 
non ~~g&=&k de cet hyperplasl. 
w * =2t-- 1,lensmb d’hyperplan 
se&an avec ibst une hype rladrique de t 
tangent est une hyper- 
tangents, c’ont l’inter- 
(I b-3 _ 1 
WC 
Y-1 
si k= 2t - I, 
Si k = 2 t, un tcl code est dit elliptique ou hyperbotique suivant la 
na&.m de I”hyperqu&ique. De Ia dt5finition on d@duit immt?diaternent 
pr4% le paragra&e 2.5: 
(i) Si k =: 2 t, fa bngueru d”un f:o& N.Q. est (qf .“-’ e)(ly’- 1 + E)J@ --- a ) 
$YCC ti = tl &ins Ie 43s hypxbo’rique t e = -- 1 dans Ir; cas eHiptique. 
(i*i) Si k := 2 f __ 1, la longwur (E’un code H.Q. est CqTft-” -- 1 )/(y --- 1). 
ks catonnes d’une m3&ic:e ~~.&satriix qustco ague d”un cadr H.Q. 
font~mt une hyperquadriqur;? de,m%ne nature q . cek qui defitlit le 
c;xt f! 
Si QJ est un code H.Q.. d ‘a;~? k paragraph 2.3, ;i chaquet mot de c‘ 
- 1, :t). Gxi cmduit B la: 
fini&m 3.2. Soit_C un cwtc H.Q. d&ermirl6 par une 
d = q 2w 1) GIS hyperk=2lique (mats tanp:nts), 
d = q”-$-1”’ [ “.- J ! cas eiliptique (mats w3n tangents). 
Pour k = 2 f -_ I, 
(j = p--3 ___ (f-2 (mats hyperboliques). 
@I Pour chacune des tr is classes de codes W.Q. f,rr longueur du code, 
cl paids du code). 
ImmGdiat d’aprb les d6f: 
et la fame bihk- 
Ch remarque qw s,, est Mermin@ paw c#, par Xa propriM, pour la 
droirte projective qu1 passe pax c et o d%trr: telle +~e WI troisihe point 
appzrrtient 6u non 5 t’hyperqwdrique. 
D’autre part dans le meme cas pour k = 2, et sauf ~3 Q est hyperho- 
liquz deans GP(3,2 j d’aprih 1~:: pacgraphe 2.5, 1~ graupts du code est 
engendr~ px les transvecti0n s arth0go~~k.s qu sont de la fornx 
ii,(x) := x + $(a, x )a avec Q E Q, 
don<: pow ti E QF !“I&) = u + p(t2 + ir3 )a. IJ perrnutc tes OICmwts de 
Q qui ne sont pas <flans H” en ies transllatant de 4. Ix no&we de CBS 
&hents sst ie nonlbre de I dans c,, i;‘est-i-dire 2’-L(2r-“ + c) d”aprGs 
fa proposition 3.3. 
L& rsst done de h forme (~1, wi)(w2, a\) .*. (UC, 0;) ww 
0;: = Q&!f) et I= 2’-2(2’-’ + 5). 
&a 
&ii main tenant un mot de C, 
P u est I’un des wli d6placCs par ah-s: 
si $I et li sont co u@l$s et yue XL = 1 + 3, 
mz de ces deux situ tions pour un c3i 
done la m&ne ituat~o~ pour les 
19s 
i suit le support d’u mot est l’ensemble dcs indices do 
les composantes nc sent pas raulles. 
Itc de I!a relation entw les nwts et les hyper- 
plans indiqui? en 2.3 et dcs propri&h des hyper+adriques indiqukes 
cn 2.5 
rnte qucrdratique sur 
i et serdkanent si
19’6 
nrarque. Si (r = Z!, ItI est cunf’ondu ;ftw Sa &ant&ri~ projective qui lui 
est asslroci6c:. Le graph I”’ peut alars Stre d&it comma suit: 
Les sommets otlt les points projectifs. 
5wx points sent a awnts si et seulemorrt si ie traisibne pnint de la 
droite qui tes joint appartient i I’hyp6rquadrique Q9 dans Ie cas hypea- 
bo!ique, ou n’appaatknt pas B (2 dans le cas elIiptique. 
La dffinitiorl impiique immediatement que A sst un isomorphisme 
d’espace veetorkl~ D”au~nz part: 
n -- 1 n-l n-l 
= xk tr(rr +3 tr(b r”-‘) = 
l-l I-1 yt -- 1 
= (4’- qs> . 
ce qut nmttre que A est un isornorphime de co~pps. 
le pro&it de C, est m&x) qui est 
es projectifs asmi& QUX hyperqwdriques 199 
/)&LxQ’y)Qt = t 
ear x4” = s. 
rmes de ( 1) est 
est un p4yndtnc en x 
x que si y. prst nul. 
Preuve du Th&xkme . Suit Q I’hypwquad 
t”ensetnble dcs zeros rP est unc rh 
de I”homcrm~orphisme multiplica rif s + xf?‘+ 1 classes sent les images 
ticiproques des Ckments de L dont la trace est nulle. Ce no) au esti e 
sow-grcwpe cyclique d’srdrc (I’ -+ 1 engendre par 6, so 
nt un ensicri; modulo 4’ - 1 tet yue t 
tQ”+:) = frLiK@ = f). 
les Ctbments de la forme ~6’ et i:l y en a 
(Y r-4 - l)((I’ + I). 
Puisque ((I’ + 1; y -- 1)=2(cafy’+l=c~‘~- + 2 et y impair) il y a 
ii1 qui sont rt:prbent6s 
ctifs distincts ditb~- 
, c’est-&dire le car 
ci mo 
sent& par les ele,~::rlts de Al de la forme <wii Sr, j, 6 tant l’un &S restes 
m0dulo ($f - l)/(y - 1:) des entiersj tels qut: tr,:,,;Pj =: I) et 
OGlGgq’- 1). 
Soit jr, j2, . . . . js ies wst~s precedents (s = 21((4 ‘- : -- I ),J+J .-- 1)) et 
ldi = u$. Soit Gi la mr\trice sur K’ dent ks colonnes sont 
La matrice 6’ = (G, )(G2) . . . (G,) ::st Ia matrice gWratrice d’u n code 
N.Q. de aype eltiptiyue assock? j, Q. 
Les mots partiels. cvrresp0ndarA i Gi s0nt de la forme 
.._I_- 
c’est-:i-dirti de la forme m,,$). 
D’apres le Lemma 4.2, b~;l~~~(.x) = II -’ F~~&),.Pl,i( Y) = iWIn -.I,(.U~WZ&). 
2~s rnots de Ccj 6tant tous ti!e la f0rme F~+~~-I,(.‘E), ou encore de Ia forme 
~(.x)ml(x) (modulo xb+ 1. - 1) avec f’(x) potynilimc: quelconqu:. et com- 
me enfin I? ! (s)m,(x) = zn,(_u), ile tht”orGme Cst d&msntrC. 
Ceci est une c~m~~querw .mmediate du fai’t que 2’ --’ I et Z? + ‘I sent 
premiers entre eux. 
ve du T~&N&w 4.4. Comme p0ur le Th6areme 3.1) on consid&e 
r.me auadratique Q, du Lemme 4.3 telle que clp(.x) =trtl,+2 
Q de t:,pe elliptique formee par les x tels que 
est une z&union de claw.::; mod& (6). 
t-m celles des 62Jthents 
142 sowespace forme 
lonnes sent 
th-atricc C = (Gl)(G2) . . . (G,) 
(la dtimonstration zk 
ihns la suite on ~tudie plus particuli&remwt fes codes d6termirks 
IRewe. Considirrons 1’Cquation 
ar la transformat on ahtknt I’tS~uation t!guiwlente 
202’ 
Ceci montre que (2), done (X), a des solutions dans L si et seulement 
(a j Si doInc trL iK tl: -I = 0, (Ii) a deux solutions dans t, dont la somme 
est u et ie plroduit 1. Inversement, si CI r IU + u-l awe tr + 0, u # 1, I’kqua- 
tion (1) a dew sc$uticrns darts I, et trL/Kic-’ = 0. 
(I?) Si tr&&u , -I Jt: 0, (1) n”a pas de sollutions dans 1;. Son corps de d& 
composition est de se@ 2 SW L = F2t et ks deux ravines, dans ce corps, 
mor@kxnc de Gabis: x + _xzt soit xa = .f. 
1 y Ceci mo,iltre qix x1 et x9 sont & 
des 6’ et que 
$ie, ,” Oi+, +Bi_j. 
Le r&&at s’en d6du t m~~~~~diaternent n r marquant que 
e,=t 
45 est we racine 1[2~ + i )-i&me de l’unitC dans M. Si 2’ + 1 est 
gsrremfer, m paflticulie dans le cas ok c’est un no re de Fermat, n’im- 
orte quel 6)’ est unfl;: eine primitive. Pour enge r les & au moyerl 
e Ia suite de (c), on rxut chaisir, dans ce cas, n’importe quel;51bment 
e L “t{O) dwt I%werse n‘est pas de trace nulle. 
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sidthh sent cwx de A(L I4 h 6tant g’isomorphisrrle 
2. Ces snots son caract&is& par 
si 
Soit tnaintenant Co le code wr 
systhe de colonncs (voir paragrapfk 
angtieur ?-I admettan: comme 
T.3) le sysckme (0, , 02, . . . . 0,~ 1 JD 
Les tnots de A(L) sont obtenus j parti de ~eurc, de Co par is transfw- 
wque. D’aprb i;a rmarqut’ yui suit le lenme 4.6, dam le cas ou 
I est premier, la c”mn;fissmx d’un &hmmt quhmqw lie U(O) 
na: l’inversc n’est p;as ~r;k trace nulto pmmt de construirc;: Ic code de- 
termind yar 9e th&mhne 4.4 et dmc aussi l’hyperquadriqke lliptique dr 
GP(2s -- 1,2). 
.Dcu.xiEm~ v~lr,r~sltl~rt~~l,,i~~~? rl irrr code elhptiqwe siw F2 . Ehrns la wite otl 
tAokit 1Y, = (0, ul, u2, ...y u,), sous-txp&x de k d’&uation trt ik’ x = 0, 
pour d&miner le codz du ththrhne 4. 
C’e cc&z est une reprhentation concr ! du code H.Q. elliptiqw de- 
termink et index6 par I’kygerquz\drique Q d’iqualtion trr, ,&‘** = 0. 
On obticnt une 8Mre reprSse9tatk-m concr& en rkwrmgeant les 
&h~ent~s de Q de la mankkc suimnte: la atrice gh%Wice est mainte- 
(J$) les colanncs de M” &ant h+, 6i,l, r..(l 6h+. 
Ct: sent lss vecteurs nun nul d*wt sow-espacc tatalenam sinpulicr maxi- 
ma! r&Gif i Q fwilr k paragrnghe 2.5). 
LL snots smt d6: la fcmne (&x))(J&x)) n.. (c(,2’(s)), 8 f A#. ;rvec 
ue mat J&X) appartimt i un code Cquivalemt A em code de 
ammirtg (voir [4] ou 6.3 O] 611 [ 131) car les colannw de Mi sant lb!s vw 
nuls d’uni sow-espace. Un tel mot est soir. le mot m.11, wit un 
de s’obtiennent par permut:~tion cir- 
Remarques. ( I ) Ee mot ‘Yquivaknt”, employ6 ci-dessus, signifie yue 10s 
es sent des repr&xrrtations concrhx d’wi tn6me cade ciu encore 
ue les formes cwrdonnks Jc I’un d’entrth wx s’sbtiennent par permu- 
tation dc cxiks 
n’est pas unc puissance de c&i de K1, 
= 0 si et seuhnent si, pour tout j = 1, 2, . . . . P”, 
(5 ces ;I” fxxit i SC)%“0 
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car ia sommc de dcux teis I ots ne peut possPder un z&o. Lt: HOI-W 
rr;t de mots tangents btitnt le cardinal de K, il y a done un mot tangent 
et un swl ayant c’omme co nte un Pknent e donne en une position 
11 exkte un autre mot qui a met e commo composante n position i. 
pr~~~der~t Ie mot, non twgent, ayant un 
t done non tange 
Q si, pour tout j, t (U(0i + O*)Uj) = 0 C’CSt- 
i ukque 8i # t$, II = (0i + 0&- . 
(0 se d&M immPdiatement de (e). 
5. Exemples de codes hy 
Dans ce qui suit le polyncime e poids d’ura code de longueur n, est 
,4(Z) = zzr.2 ,+ Z’, Ai nornbrc de mots de poids i. 
y = 3, t = 2, a rack primitive de Fp telle que a4 + Q -. 1 = 0, 
P 
= do1 6 = atR. tr~/K.Y =x +-x3. 
On trauve jlT= 2, j, = 6, zdt = a2, i42 = ~8 matrice ghkratrice 
G = (Gl)(C2) INS coI;nnes de Gi sont Iribi,j = 0, 1, -., 4, 
0 I 9 1 -1 0 0 -1 1 -4 
0 --I 0 1 0 G”= -Ii --I --I --I 
t 0 1 1 1 -1 1 -1 -4 
1 t 0 0 -4 0 1 ---I -1 
e G sent des mats 
mot tangent. L”intersectiah? des c 
e tm code partiu 
IlOll 
.I,, G = 0 1 0 0 1 
00 10 I 
.4(Z) = I + 102’ + 52;’ (code elliptique;), 
OOOI 1 
ce demielr code est &@alent au wdc cycligue irrt%duct;ble de longueur 
5 et de dimension 4 fcas de t = 2). 
Y =2,t=j9:j*+ ! = 17, t2 racinc ;Primiti\ e de k’,, telle que 
a4 + a + 1 = 0. ct __ ’ n’cst pas de trace nulle; on peut choisir 8 1 = (Y. Au 
moyen de Oi+J :: 0, Bi+, + 0, on trouve: 
4 =ct, e2=a2* e,=a 9, e4 =a4, e5 =A 
Ie code Co a po’ar matri~x gt!nPmtrice (proposition 4.8): 
00010011 
10110010 
OlOO16”1\ 
0010l110 
Les mats du sowcode 6: Co engcndr6 par les trois premieres lignes sont: 
r0 0 Q 1 0 (a 1 I -1 
‘101100l0’i 
‘010010\1 1 
rnots ~n,~(.x) sous forme de 1 ?-uples: 
lVZ”, = (0 0 0 0 10 0 1 1 1 1 0 0 10 0 O), 
m&I, = (0l0f10010010011O1). 
I?ru3 = (0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 I 0 I 0 0 I O)? 
m, = (01010000110000101), 
%s = (0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 I 0 I O), 
?t& = (0111110011001111P). 
I%* =(OlIlOiOlOolOIQllI). 
A. partlr du thkr~me 4.4, ces msts determinent un code elliptique de lon- 
gueur 119 et de dimensbn 8 dont Ic polyn6me de poids est A(Z) = 
1 i ];362”6 i llgz@, 
Si Gi est la matrice dont 11:s iignes sont les differents “shifts”’ de ~2,~ 
(transform& de n~,,~ par 1~ permutations i -+ i + r (mod 17 j, r = 0. 1. . . . . 7) 
alors une matrice gtSner;;tricet du code est 
les coionnes de G ferment une hyparyuadrique elliptique de GP(7,2). 
Les coionnes de la matrice G de paragraphe 5.2 etant nunterot~~es d  0 
lit XL la matrix ~$1 du zode C de la proposition 4.9 est Al = (&,)@I,) . . . (&) 
lt~ colonnes de i”z-li &ant celles de G dont les numeros sont c’, i + 9, a’ + 18 
avec u = f 1, 1, O?, b = ( 1, 0, 1 ), c = (0, 1, l > on ohtient te code reduit sur 
p4 
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011 WKlsidh k CO&! & llIi$tfiCe G ciU pa~~gKiph~ 5.2. Chayue trans- 
vection 0l?th0gcmlc est &Yini par un 6-uple yui n’est pas une c:olonne 
de G soit D. L’imgo d’urre colonne c px la transvection est c si u + c 
n’cst pas une colonne de G ut u -t & dam It: cas contraire. 
D’autre ilart It: grfqw contiont les applications x + 6x et x + x2 
fautonwphisnw de Galois) qui induisent sur les indices les permuta- 
t ions: 
A = (O., E,2,3 l %S,6,7,8)(9, XO,11,IZ, 13,14,15,16,~7:) 
(HL 19,20,21’, 22,23,24,2S,26), 
0=(0,,9,11y)~1,11 ,?2,8,16,23)(2,13,26,7,14,19) 
(3.ls,2\,6,12,24)(4,~7,25,5.10,20). 
Toutes les transections sunt tes conjugutec, des transvections r1 et 7-2 
arivsntc‘s par A et Q. 
q=~l.13)~2,23~(7,22)(8,14)(11,26)(16,19), 
r2= (0,23)(l,S)(6,19j(?,9~($,lj)(25,26), 
le grwpe du cok est done engendrk par A, 0, rl, r2. 
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